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On montre plusieurs rk.ultat gknkraux sur le comportement du mouvement Brownien dans 
un cone, conditionne a ne pas toucher le bord du cone. En particulier si le cone est un simplexe, 
on calcule la loi du minimum futur (pour l’ordre associe au cone) de ce processus. On applique 
ces resultats au cas dun cone d’ouverture 7t/3 dans R2. Dans ce cas on a un analogue du 
theoreme de Pitman: si on considere le mouvement Brownien conditionne B ne pas toucher le 
bord, auquel on retranche trois fois son minimum futur, la composante de ce processus 
orthogonale a l’axe du cone est un mouvement Brownien. 
Mots cl&: Mouvement Brownien; cones; Fonctions Harmoniques 
1. Introduction 
Soit (B,),.o un mouvement Brownien reel, et Mt = sup~~~~~(&), deux celebres 
theoremes, le premier dQ a P. Levy, le second a J. Pitman enoncent que les processus 
M, - B, et 2M, - B, ont la loi respectivement, d’un mouvement Brownien reflechi et 
d’un processus de Bessel de dimension 3. On peut egalement enoncer le theoreme de 
Pitman de la facon suivante: si Y est un processus de Bessel de dimension 3, et 
Jt = inf,,, Y,, alors le processus 25, - Y, est un mouvement brownien reel (pour tous 
ces resultats, voir Revuz et Yor, 1991). Le theoreme de Paul Levy a ete generalise par 
Le Gall (1987) au cas d’un mouvement Brownien a valeurs dans IWd: si C c [Wd est 
un cone qui est un simplexe, M, etant le sommet du plus petit cone de la forme x - C 
qui contient la trajectoire de B jusqu’a l’instant t, alors M, - Br est un mouvement 
Brownien dans C reflechi sur le bord de C. Le processus de Bessel de dimension 3 peut 
s’interpreter comme le mouvement Brownien tue en 0 puis conditionnt a partir 
a l’infini au moyen dune transformation de Doob. Ce processus admet un analogue 
dans un cone ouvert connexe de iwd, car comme on le verra au Section 3, la frontiere de 
Martin d’un tel cone admet un seul point a l’infini (au moins si le cone a un bord 
lipschtzien), et done il y a une seule facon de conditionner le mouvement Brownien 
dans ce cone a partir a l’infini. 
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L’origine de cet article est la tentative de gtntraliser a ce cadre le resultat de Pitman, 
en s’inspirant de la demonstration de ce thtoreme qui figure dans Biane (1990). On va 
voir qu’une bonne partie des arguments qui y sont utilists s’adaptent au cas des cones, 
ce que je montre dans les sections 3 et 4. Cet article contient done un certain nombre 
de resultats simples mais apparamment meconnus sur le mouvement Brownien dans 
un cone, processus qui a fait l’objet de nombreuses etudes ces dernieres annees (voir les 
references dans Le Gall, 1987) il pourra ainsi presenter un interet pour les u$cionados 
du mouvement Brownien conique. 
Le calcul crucial qui fait marcher la preuve du thtoreme de Pitman dans Biane 
(1990) ne se generalise pas bien dans un cone quelconque, mais on exhibe en section 
5 deux cas oti un mouvement Brownien apparait par une construction analogue 
a celle de Pitman: le premier cas est trivial, il s’agit dun orthant c’est a dire d’un 
produit de cones de dimension 1, pour lequel le theoreme de Pitman entraine un 
theoreme produit (voir 5.2 plus bas); le deuxieme est plus interessant: il s’agit d’un cone 
d’ouverture 7r/3 dans R2. Le processus semblable au Bessel(3) dans ce cone, auquel on 
retranche trois fois sont minimum futur, lorsqu’il est projett sur l’axe imaginaire 
donne un mouvement Brownien reel (voir le Theoreme 5.3), toutefois la composante 
rtelle de ce processus n’est pas un mouvement Brownien, et le theoreme de Pitman ne 
s’ttend pas entierement. 
Ce dernier resultat se dtmontre par un calcul explicite, ce qui fait qu’il n’est pas aise 
d’expliquer pourquoi Tangle de 7r/3 joue un role special, on peut neanmoins remar- 
quer que le mouvement Brownien dans ce cone, conditionne a partir a l’infini 
s’interprete naturellement a l’aide du mouvement Brownien sur les matrices 3 x 3 
hermitiennes de trace nulle. En effet, si on note (AI(t), n,(t), As(t)) le processus des 
valeurs propres dune matrice hermitienne de trace nulle a coefficients Browniens 
(avec AI(t) I Al(t) I n,(t)), le processus /Iz(t) - AI(t) + eiX13(3L3(t) - 12(t)) est un 
mouvement Brownien dans un cone d’ouverture x/3 conditionne a partir a l’infini (cf. 
Dyson, 1962). Mentionnons qu’une autre interpretation naturelle du mouvement 
Brownien dans un cone d’angle 7c/3 est don&e dans O’Connell et Unwin (1992) ou 
des calculs explicites sont effect&s. 
2. Notations 
2.1. Soit d~kJ, on note d le Laplacien dans Rd, Sd-’ la sphere de rayon 1, 
point a l’infini du compactifie d’Alexandrov de Rd. En coordondes 
rER+, OESd-‘, l’expression du Laplacien est: 
d=&+~;+fd@ 
oil do est le laplacien sur Sd-‘. 
et cc le 
polaires 
2.2. Dans la suite, C est un cone ouvert connexe dans Rd de sommet 0, a bord 
lipschiptzien. 
On note C l’adherence de C, X son bord, et 52 l’intersection de C et Sd- ‘. 
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2.3. Soit qt(x, y) la solution fondamentale de l’equation de la chaleur dans C avec 
conditions de Dirichlet au bord, si h est une fonction harmonique positive sur C, on 
pose 
1 
q:(x, Y) = ho q& Y) h(y). 
Sur l’espace canonique des applications de R+ dans IF?’ u (6) (6 est un point 
cimetiere), on note P, la loi du mouvement Brownien issu de x, Qx la loi du 
mouvement Brownien tue au bord du cone C et Q”x la loi du h-processus associe. 
X designe le processus des coordondes et (FJTER+ sa filtration. Sous Qx (resp. Qt) 
X est un processus de Markov de semigroupe de densite qr (resp. q:) par rapport a la 
mesure de Lebesgue. 
3. Quelques rkultats de thkorie du potentiel 
3.1. Soit S une sphere de Rd dont le centre n’est pas dans C, et F l’inversion par 
rapport a S, T(C) est un ouvert lipschitzien borne, et par consequent, d’apres un 
rtsultat classique de Hunt et Wheeden (1970) sa compactification de Martin 
s’identifie avec son adherence dans Rd. Grace aux proprietes de transformation du 
Laplacien par inversion (cf. Doob, 1984, 1.11.12) on en deduit que la compactification 
de Martin de C est C u {co} et sa front&e de Martin ~MC = K u {co}. 
3.2. Soit h une fonction harmonique minimale associte a cc dans C. Comme C est 
invariant par homothetie, pour tout r > 0, h(r.) est encore une fonction harmonique 
minimale associee a co et done, on a: 
h(rx) = u(r)h(x) (1) 
pour tous les re R + , XEC, u &ant une fonction positive sur R +. D’apres (1) la fonction 
u verifie u(m) = u(r)u(s), par consequent: 
44 = Ixl’(~ i ( 1 
pour un certain reel y, cp etant la restriction de h d fi. L’expression du Laplacien en 
coordonntes polaires entraine que do = - (y’ + (d - 2)y)(p. 11 est classique (cf. 
Chavel, 1984) que - de (avec conditions de Dirichlet sur le bord de 52) admet une 
seule fonction propre positive sur Sz (a une constante multiplicative pres), corres- 
pondant a sa plus petite valeur propre Ai. La fonction cp est done une fonction propre 
de valeur propre Ai et y2 + (d - 2)~ = ;1i. Comme h est associte a co, y est la solution 
positive de cette equation du second degre. 
4. Prohabiliti! d’atteinte d’un cane 
On suppose maintenant que le cone C est convexe saillant. 
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4. I. Soit (EC, et h la fonction harmonique minimale associee a 03 telle que h(5) = 1. 
On note h5 la fonction translatte 
h”(x) = h(x + 5). 
hr est une fonction harmonique positive sur C, done d’apres le theoreme de Martin 





etant le de Martin en t tel que 5) = 
Proposition 4.1. 
Mh’({m}) = 1. 
DCmonstration. Pour tout XEC, rx -+ co non-tangentiellement dans C u (co} quand 
Y + + co, et K(co, .) = h(.) done d’apres le theoreme de convergence de Fatou, (voir 
Hunt et Wheeden, 1970; Doob, 1984, 1.X11.19): 
hr(rx) 




If-x + 51’ 
lrxly 
rx + 4 
 Irx + 51 (  
+ ( 1 
=l. q 
Le cone C dtfinit un ordre partiel 2 sur Rd par x>y si x - YEC. On deduit de la 
Proposition 4.1 le corollaire suivant. 
Corollaire 4.2. La fonction h est croissante pour l’ordre du cbne C. 
4.2. Soit T{ le temps d’atteinte de 3C + 5 par le processus X. Dans ce paragraphe, 
x designe un element de Rd tel que x2(. 
Proposition 4.2. 
h(x - 5) 
Q:(T, = + ~0) = h(x) . 
DCmonstration. La fonction harmonique positive h sur 5 + C admet une representa- 
tion de Martin avec une mesure Mh par rapport au noyau de Martin base en x sur 
a,(< + C) x (5 + C). D’apres 4.1, en translatant par 5, la fonction de Martin baste en 
x associee a co est hdr/hm5(x) et Mh({m}) = h(x - r), or Qt(T< = + co) est la 
probabilite que X sorte du cone par le point cc de la front&&e de Martin de C + 5, 
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done d’apres Doob (1970, 3.111.1), cette probabilite vaut l/h(x) M&(co}) 
= h(x - 5)/h(x). 
Proposition 4.3. 
Sous Qt.. 1 T, = + co) la loi du processus X - 5 est Qt - C 
DCmonstration. Pour tome variable Fc,-mesurable H de la forme 
fi(X,, - 0 . ..UX., - 5) oufi, . ..fn sont des fonctions boreliennes borntes on a: 
w Qt(HI T{ = + CO) = Q!#U,r,= +mJ (d’apres 4.2) 
= QtV+<>t~ Qi,(T,: = ~1) 
(d’aprb la propriett de Markov en t) 
= Q: H 
( 





= & QxWWt - 5) lv,>tJ 
= & f’,(H WXt - 5) lv,)r)) 
= & Px-<(.fi(Xr,) . ...L(Xr.vv*) 4T,)O) 
(invariance par translation du mouvement 
Brownien) 
= & Qx-&-i(Xt,) . ..fn(Xr.)Wt)) 
= w Q:-r(fi(XtJ . ..MXt.)). 0 
Cette derniere Cgalite permet de conclure la preuve. 
5. Cas d’un simplexe 
5. I. On suppose dans ce paragraphe que C est un simplexe, c’est a dire qu’il existe une 
base {el, . . . , ed} de Rd telle que 
C={alel+ “‘+&&?d,~i>O ,..., tLd>o}. 
L’ordre associt au cone C est complltement rtticult, done le processus J, = inf, , f X, 
est bien defini. On a alors. 
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Proposition 5.1. 
Q:(Jo,() = w. 
x 
DCmonstration. On vtrifie sans peine l’egalitt p.s. entre evenements 
{J&5} = {T< = + cc e } t 1 e resultat dtcoule de la Proposition 4.2. 0 
Corollaire 5.2. Duns les coordonnkes r = (a,, , q,) on a: 
1 
Q:(JOedaI . . . dad) = __ 
ah 
h(x) &x1 . . . da, 
(x - 5kK. 
Lorsque le cone C est la chambre de Weyl dun systeme de racines, on peut calculer 
explicitement une minimale associee au point co (cf. Btrard et Besson, 1980). En fait 
nous allons nous interesser a deux cas tres particuliers: le premier est celui d’un 
orthant de IWd, et le second celui dun cone d’ouverture 7r/3 dans l&F’. 
5.2. On suppose que (er, . . . , ed) est une base orthonormte de iWd et C le simplexe 
correspondant comme dans 5.1. 
Proposition 5.3. La fonction 
h(cr,e, + ... + @de,,) = u1 . . . ad 
est une harmonique minimale assocKe Li 00 duns le cbne C, et sous la loi QI, 2J, - X, est 
un mouvement Brownien duns Rd. 
Dkmonstration. La premiere assertion se verifie facilement, et alors, on voit que 
les composantes de X sont des processus de Bessel de dimension 3 independants. 
On applique alors le theoreme de Pitman composante par composante et on a le 
rtsultat. 
5.3. Considerons maintenant le cas dun cone dangle 7113 dans R2. On identifie 
(w2 a @ et on supposera ce cone don& par la base (e,f) avec e = eixi6,f= e-is/6. 
Proposition 5.4. Duns ce c&e, la fonction h don&e par 
h(z) = Re(z3) 
est une minimale associke ti co 
Demonstration. On peut verifier directement que h est harmonique positive dans C et 
nulle sur aC, ou bien alors on se ram&e par la transformation conforme z + z3 au cas 
du demi-plan Re (z) > 0 dans lequel la fonction Re est une minimale associte a co. 0 
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Dans les coordonnees (u, u) de la base (e,f) cette fonction est h(u, u) = 
(3 J3/2)uv(u + u), et d’apres 5.1, avec x = cte + Bfi 
Q;(J,,Edu do) = 
2b + B - u - 4 dudu 
@(a + 8) . 
On en dtduit le lemme suivant. 
Lemme 5.5. 
Qt(Im(3J,,)) = Im(x). 
DCmonstration: Im(ue + ufl = (u - u)/2, done d’aprbs (2) on a: 
a 
Q!3m(3Jd = ~ ss p 3(u-u)2(c(+p-u-u)dUdu 0 0 2 4% + B) 
E-P 
2 
= Im(x). 0 
On peut maintenant Cnoncer le rbultat que l’on avait en vue au 
ThCorCme 5.6. 
Sous Q”,, Im(3J, - X,) a la loi d’un mouuement brownien rCe1. 
(2) 
debut de l’article: 
Dkmonstration. Tout d’abord, la loi 
Doob (1970, 3.111.2), soit comme la 
stochastique 
dX, = dB, + grad(log h) (X,) dt. 
Qt peut etre definie soit par la mtthode de 
loi de la solution de l’tquation differentielle 
Pour montrer le theoreme, on reprend l’idte de la demonstration du theoreme de 
Pitman dans Biane (1990) (elle meme obtenue a partir de celle de Revuz et Yor (1991)). 
Le processus Im(3J, - X,) est une semi-martingale continue de processus croissant t, 
done il suffit, d’apres un thtoreme de Paul Levy, de montrer que c’est une martingale. 
Soit (%A E R+ la filtration engendree par le processus (J,, X,), si s < t, on a 
J, = JrAinfs...,X,. 
Done la tribu ‘St est engendree par %-t et J,. Par consequent pour montrer le thtoreme 
il suffit de verifier que pour toute variable %G,-mesurable bornee H, et tout 
aEC, t 2 sER+ on a: 
QhOW lcJszaj W3J, - X,)1 = QhoW 1cJ,20j IWJ, - Xd. 
D’apres le lemme ci-dessus: 
Qi@WJt - X,)) = Q:(Q!AWWJo - XO))) 
= 0 
(3) 
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pour tom les XEC, PER+. On a alors: 
QhOW &a) Im(3J, - X,)) = QhoWQis(l~~.~a, W3Jt-s - Xt-A)) 
(d’aprb la propri& de Markov en s) 
= QiWQ!i-.(Im(2a + 35,-, - Xt-s))Q~,U~~oza~N 
(d’aprb 4.3) 
= QhOW Q"x, AWW) Qx,&J,to~ 1) 
(d’aprbs (3)). 
Cette derni6re expression &ant indtpendante de t 2 s, on a le rbultat. 0 
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